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Í îðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå – îäíî èç ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ â ñòàòèñòè÷åñêîé
ïðàêòèêå. Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ ( )xΦ  ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ñ
íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé), çàäàâàåìàÿ ôîðìóëîé

( ) ( )dttx
x

∫
∞−

ϕ=Φ , ãäå ( ) ( ) π=ϕ 22texpt 2 ,

âîçíèêàåò âî ìíîæ åñòâå çàäà÷, äàëåêèõ, êàçàëîñü áû, îò òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ì îæ åò
áûòü, èìåííî èç-çà ýòîãî èìååòñÿ òàê ìíîãî ñïîñîáîâ åå âû÷èñëåíèÿ.

Â äàííîì òåêñòå íåñêîëüêî ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþ ù èõ âû÷èñëÿòü ( )xΦ , ñðàâíèâàþ òñÿ ïî
óñòîé÷èâîñòè è ñêîðîñòè äîñòèæ åíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè. Áîëüø àÿ ÷àñòü âûâîäîâ
îñíîâàíà íà ðåçóëüòàòàõ ìàø èííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, äëÿ ÷åãî àëãîðèòìû áûëè
ðåàëèçîâàíû íà ÿçûêå Ñè.
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Îñíîâíû å ðàçëîæåíèÿ
Â ýòîì ïàðàãðàôå îïèñàíû àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþ ù èå, â ïðèíöèïå, âû÷èñëÿòü ( )xΦ  ñ
ïðîèçâîëüíîé òî÷íîñòüþ : îø èáêè âñåãäà âîçíèêàþ ò èç-çà êîíå÷íîé ðàçðÿäíîñòè.
À ëãîðèòìû îñíîâàíû íà ðàçëîæ åíèè â ðÿäû Òåéëîðà è öåïíûå äðîáè ôóíêöèé,
ñâÿçàííûõ ñ ( )xΦ  ïðîñòûìè ñîîòíîø åíèÿìè. Ñòðóêòóðà âñåõ ýòèõ àëãîðèòìîâ
îïèñûâàåòñÿ â ïðèëîæ åíèè À ; êîäû íà Ñè ñîäåðæ àòñÿ â ïðèëîæ åíèÿõ Â  è Ã.

Âåðîÿòíî, íàèáîëåå èçâåñòíûìè ñîîòíîø åíèÿìè, ïîçâîëÿþ ù èìè âû÷èñëÿòü ( )xΦ  ñ
ïðîèçâîëüíîé òî÷íîñòüþ , ÿâëÿþ òñÿ

( )xΦ  = 0.5 + I(x),
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Ýòî ðàçëîæ åíèå ëåãêî ïîëó÷èòü, èíòåãðèðóÿ ïî÷ëåííî ðàçëîæ åíèå Òåéëîðà â íóëå
ôóíêöèè exp(-x2/2). Õ îòÿ ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ çíàêîïåðåìåííûé ðÿä, ïåðâûé
îòáðîø åííûé åãî ÷ëåí íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáù å ãîâîðÿ, âåðõíåé ãðàíèöåé äëÿ îñòàòêà, ò.ê. åãî
÷ëåíû ìîíîòîííî óáûâàþ ò, ëèø ü íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî. Òåì íå ìåíåå, äîâîëüíî ëåãêî
óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðè π<ε 21 =0 .3 9 8 9 …  ýòî ïðèÿòíîå ñâîéñòâî èìååò ìåñòî. À  òàê
êàê â ëþ áîé ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷å  ε < <  0.1, ìîæ íî ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

(2) ( ) ε≤
+π

+

1n2!n2

x
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,

òî ñóììà n ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäà äîñòàâëÿåò I(x) ñ òî÷íîñòüþ  ε  (åñëè, êîíå÷íî, íå
ó÷èòûâàòü íàêîïëåíèå îø èáêè).

À ëãîðèòì I. Ýòîò àëãîðèòì îñíîâûâàåòñÿ íà ðàçëîæ åíèè (1). Î áðàòèòå âíèìàíèå: ïðè n-
ì âûïîëíåíèè ø àãà I2 ïåðåìåííàÿ m ðàâíà 2n, òàê ÷òî t çäåñü äåëèòñÿ âñå-òàêè íà 2nn!.
Ðàçëîæ åíèå (1) áûëî èñïîëüçîâàíî â àëãîðèòìå 272 [12], êîòîðûé, îäíàêî, çíà÷èòåëüíî
ìåíåå ýêîíîìåí, ÷åì íèæ åñëåäóþ ù àÿ âåðñèÿ.

I1. Ïîëîæèòü t=sum=x; x2=x*x; m = 2.
I2. Ïîëîæèòü t=-x2*t/m; s=sum; sum=s+t/(m+1); m=m+2.
I3. Åñëè |s-sum| > ε, òî ïåðåéòè ê I2.
I4. Ïîëîæèòü Φ = 0.5 + sum/√2π.

Ì åíåå èçâåñòíûìè, íî ñòîëü æ å ïðîñòî ïîëó÷àåìûìè, êàê (1), ÿâëÿþ òñÿ ñîîòíîø åíèÿ

                          ( ) ( ) ( )xRx5.0x ϕ+=Φ
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Ýòî ðàçëîæ åíèå äëÿ ( )xR  ìîæ íî ïîëó÷èòü ïî÷ëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì ðÿäà Òåéëîðà
ôóíêöèè ϕ (x)/ϕ (t) â íóëå. Äëÿ îñòàòêà nR  ðÿäà (3) ñïðàâåäëèâû îöåíêè
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Í åðàâåíñòâà (2) è (4) ïîêàçûâàþ ò, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðàçëîæ åíèé (1) è (3) ïàäàåò ñ
ðîñòîì x.

À ëãîðèòì T. Ýòîò àëãîðèòì îñíîâàí íà ðàçëîæ åíèè (3). Â ðàáîòàõ [1, 11] â àíàëîãè÷íîì
àëãîðèòìå íà ø àãå T1 ïðîèçâîäèòñÿ ïðèñâîåíèå t = sum = |x|× exp(-x2/2)/√ 2π  ñ
î÷åâèäíûì èçìåíåíèåì ø àãà T4. Òàê êàê, îäíàêî, ø àã T3 òàì íå èçìåíåí, óñëîâèåì
îñòàíîâà îêàçûâàåòñÿ |sn+1 - sn| < ε × exp(x2/2)/ π2 , ÷òî, ñîãëàñíî (4), íå
ãàðàíòèðóåò íåîáõîäèìóþ  òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ( )xΦ . Òåì íå ìåíåå, åñëè âû÷èñëåíèå

( )xΦ  ïðîèçâîäèòñÿ ñ ìàø èííîé òî÷íîñòüþ  (è ìàø èííûé íóëü äîñòàòî÷íî ìàë) è îø èáêà
ïðè âû÷èñëåíèè ýêñïîíåíòû íå ñëèø êîì âåëèêà, àëãîðèòìû â [1, 11] äàþ ò â ïðåäåëàõ
ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë ñ ïëàâàþ ù åé çàïÿòîé ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò.

T1. Ïîëîæèòü t = sum = |x|; x2 = x*x; n = 3.
T2. Ïîëîæèòü t = x2*t/n; s = sum; sum = s+t; n = n+2.
T3. Åñëè |sum - s| > ε, ïåðåéòè ê T2.
T4. Ïîëîæèòü Φ = 0.5 + sign(x)*sum*exp(-x2/2)/ π2 .

Âîò åù å îäíî ðàçëîæ åíèå ôóíêöèè ( )xR , êîòîðîå ìîæ íî ïðèìåíÿòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ
( )xΦ  ïðè íåáîëüø èõ x:

(5) ( ) K−+−+−=
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Ýòó öåïíóþ  äðîáü ìîæ íî ïîëó÷èòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè (ñì., íàïðèìåð, [2,3]). ×ëåíû åå
çâåíüåâ àëüòåðíèðóþ ò è ïîòîìó õàðàêòåð ñõîäèìîñòè åå ïîäõîäÿù èõ äðîáåé äîâîëüíî
ñëîæ åí. Î äíàêî, äëÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäõîäÿù èõ äðîáåé ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè
ìîæ íî ïîêàçàòü, ÷òî åå ÷åòíûå ÷ëåíû ñõîäÿòñÿ ê ( )xR  ìîíîòîííî âîçðàñòàÿ, à íå÷åòíûå –
ìîíîòîííî óáûâàÿ. Ï îýòîìó ìîäóëü ðàçíîñòè |w2n-2-w2n| äâóõ ñîñåäíèõ ïîäõîäÿù èõ
äðîáåé ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíèâàåò ñâåðõó óêëîíåíèå êàæ äîé èç íèõ îò ( )xR .

À ëãîðèòì S. Â äàííîì àëãîðèòìå, îñíîâàííîì íà ðàçëîæ åíèè (5), äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäõîäÿù èõ äðîáåé ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè ìû ïðîèçâîäèì íà
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êàæ äîì âèòêå öèêëà âû÷èñëåíèå äâóõ î÷åðåäíûõ ïîäõîäÿù èõ äðîáåé; ñîîòâåòñòâóþ ù åå
ðåêóðñèâíîå ñîîòíîø åíèå äëÿ ñæ àòîé äðîáè ñëèø êîì ñëîæ íî è ïîòîìó íå èñïîëüçîâàíî.

S1. Ïîëîæèòü x2 = x*x;
S2. /* Âû÷èñëåíèå ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ñ íîìåðàìè 0 è 2:
              ïðåäïåðâîå ñîñòîÿíèå öèêëà */
         rho = 1/(3-x2); sum = |x|*rho;
         term = x2*sum; rho=3*rho; s = sum = 3*sum; n = 1;
S3. /* Âû÷èñëåíèå ÷åòíîé (êîãäà x2 < 0)
              èëè íå÷åòíîé (x2 > 0) ïîäõîäÿùåé äðîáè */
     Ïîëîæèòü n = n+1; r = x2*m/(4*n*n-1); rho=1/(1+r*rho);
              term=(rho-1)*term; t = s; s=sum; sum=sum+term;
              x2=-x2;
S4. Åñëè x2 < 0 (ò.å. íà øàãå S3 âû÷èñëÿëàñü íå÷åòíàÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü),
      òî ïåðåéòè ê øàãó S3.
S5. /* Ïðîâåðêà òî÷íîñòè */ Åñëè |s-t| > ε èëè|s-sum| > ε, ïåðåéòè ê S3.
S6. Ïîëîæèòü Φ = 0.5 + sign(x)*sum*exp(-x2/2)/ π2 ;
       íà ýòîì ðàáîòà àëãîðèòìà çàêàí÷èâàåòñÿ.

Ñîîòíîø åíèÿ [13]

(6') wn-1-wn = (-1)n(4n-1)(2n-2)! x4n-1/(q2n-2q2n),

(6") ( ) dt)xt(ttq 222n2
n2 −ϕ= ∫

∞

∞−

ïîêàçûâàþ ò, ÷òî íåîáõîäèìîå ÷èñëî ïîäõîäÿù èõ äðîáåé ðàñòåò ñ ðîñòîì x. Ï îýòîìó
ðàçëîæ åíèå ñëåäóåò ïðèìåíÿòü ëèø ü ïðè íåáîëüø èõ çíà÷åíèÿõ x; ñàì Ë.Ø åíòîí [13]
ðåêîìåíäóåò ïðèìåíÿòü åãî òîëüêî ïðè x < 3 .

Äî ñèõ ïîð ìû èìåëè äåëî ñ ðàçëîæ åíèÿìè, «êà÷åñòâî» êîòîðûõ óõóäø àëîñü ñ ðîñòîì x.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñîîòíîø åíèÿ, êîòîðûå ñ ðîñòîì x ïîçâîëÿþ ò âû÷èñëÿòü ( )xΦ  âñå
áûñòðåå:

(7') ( ) ( ) ( )xRxx ϕ+=Φ 50. ,

(7") ( ) ( ) ...
x
3

x
2

x
1

x
1

xdtt)x(R

x

++++=ϕϕ= ∫
∞

Ô óíêöèÿ R(x) íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì Ì èëëñà. Ðàçëîæ åíèå â öåïíóþ  äðîáü äëÿ íåãî
áûëî ïðåäëîæ åíî åù å Ëàïëàñîì â 1805 ã. ×ëåíû çâåíüåâ ýòîé öåïíîé äðîáè ïðè x > 0
ïîëîæ èòåëüíû è ïîòîìó (ñì., íàïðèìåð, [6]) ïîäõîäÿù èå äðîáè ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè
ñõîäÿòñÿ ê R(x) ìîíîòîííî âîçðàñòàÿ, à ñ íå÷åòíûìè – ìîíîòîííî óáûâàÿ.  Ï îýòîìó
ìîäóëü ðàçíîñòè n1n ww −+  äâóõ ñîñåäíèõ ïîäõîäÿù èõ äðîáåé ýòîé

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíèâàåò ñâåðõó óêëîíåíèå êàæ äîé èç íèõ îò R(x). Ì îæ íî
ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî îöåíêà
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èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðàçëîæ åíèÿ ðàñòåò ñ ðîñòîì x.

À ëãîðèòì  L. Â ýòîì àëãîðèòìå ( )xΦ  âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîù üþ  ðàçëîæ åíèÿ îòíîø åíèÿ
Ì èëëñà R(x) â öåïíóþ  äðîáü Ëàïëàñà (7).

L1. Ïîëîæèòü x2=x*x; y=exp(-x2/2)/√2π; x2=1/x2;
          sum=term=y/|x|; r=s=0; rho=1.
L2. /* Âû÷èñëåíèå î÷åðåäíîé ïîäõîäÿùåé äðîáè */
     Ïîëîæèòü r=r+x2; rho=1/(1+r*rho); term=(rho-1)*term;
            t=s; s=sum; sum=sum+term.
L3. /* Ïðîâåðêà òî÷íîñòè */ Åñëè |s-t| > ε èëè |s-sum| > ε, ïåðåéòè ê L2.
L4. Åñëè x > 0, ïîëîæèòü Φ  = 1-sum è îñòàíîâèòü àëãîðèòì.
L5. Ïîëîæèòü Φ  = sum.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ( )xΦ  ïðè áîëüø èõ x èñïîëüçóþ ò òàêæ å àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä

(9) ( ) ( ) ( )∑
≥

+
+−=

0n

1n2

n

x
!!1n2

xR
1

,

êîòîðûé ëåãêî ïîëó÷èòü, ïðîèíòåãðèðîâàâ îòíîø åíèå Ì èëëñà R(x) ïî ÷àñòÿì. Ï î
çàäàííîìó ε  ìîæ íî íàéòè xε, òàêîé, ÷òî ïðè x ≥  εx , ðÿä (9) ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ( )xΦ  ñ
òî÷íîñòüþ  ε . Î äíàêî, ñ ïîìîù üþ  ýòîãî ðÿäà íåâîçìîæ íî, âîîáù å ãîâîðÿ, äîñòè÷ü â
ëþ áîé çàäàííîé òî÷êå x ïðîèçâîëüíîé òî÷íîñòè, ïîýòîìó ìû è íå èññëåäóåì àëãîðèòì,
îñíîâàííûé íà ýòîì ðàçëîæ åíèè.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ àëãîðèòìû I, T, S  è L áûëè ðåàëèçîâàíû íà
Ñè. Â íèæ åñëåäóþ ù åé òàáëèöå äëÿ êàæ äîãî àëãîðèòìà â ñòîëáöå N ïðèâîäèòñÿ
êîëè÷åñòâî "âèòêîâ" öèêëà, ïîòðåáîâàâø èõñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ñ ε  = 0 äëÿ
íåñêîëüêèõ x; ïîñêîëüêó âñå àëãîðèòìû äàëè îäèíàêîâûå 8 çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé, ñàìè
âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ îïóù åíû. Â ñòîëáöå O ïðèâîäèòñÿ ÷èñëî ïîòðåáîâàâø èõñÿ
îïåðàöèé. Äëÿ àëãîðèòìà I îíî âû÷èñëÿëîñü ïî ôîðìóëå 8+11× N, äëÿ àëãîðèòìà T – ïî
ôîðìóëå 14+8× N, äëÿ S  – ïî ôîðìóëå 23+25× N, íàêîíåö, äëÿ L  – ïî ôîðìóëå
16+10× N. Î áðàòèòå âíèìàíèå – âñåì îïåðàöèÿì, â òîì ÷èñëå, òàêèì, êàê âûçîâ ôóíêöèè
fabs èëè exp, ïðèäàåòñÿ ðàâíûé âåñ. Äëÿ èëëþ ñòðàòèâíûõ öåëåé òàêàÿ òî÷íîñòü
ïðèçíàíà äîñòàòî÷íîé.

x I T S L

N O N O N O N O
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x I T S L

0.25 8 96 8 78 8 223 6027 60286

0.50 10 118 10 94 10 273 1507 15086

0.75 12 140 13 118 12 323 694 6956

1.00 14 162 15 134 14 373 391 3926

1.25 16 184 17 150 14 373 259 2606

1.50 18 206 19 166 16 423 180 1816

1.75 20 228 21 182 18 473 137 1386

2.00 23 261 23 198 20 523 108 1096

2.25 25 283 25 214 22 573 88 896

2.50 27 305 27 230 22 573 74 756

2.75 30 338 29 246 24 623 63 646

3.00 33 371 32 270 26 673 54 556

3.25 35 393 34 286 28 723 48 496

3.50 38 426 36 302 30 773 44 456

3.75 41 459 39 326 32 823 39 406

4.00 44 492 41 342 34 873 35 366

4.25 48 536 44 366 36 923 33 346

4.50 51 569 47 390 38 973 31 326

4.75 55 613 49 406 40 1023 28 296

5.00 58 646 52 430 42 1073 26 276

5.25 62 690 54 446 44 1123 25 266

5.50 66 734 57 470 48 1223 24 256

5.75 70 778 60 494 50 1273 22 236

6.00 74 822 63 518 52 1323 21 226

6.25 79 877 66 542 54 1373 21 226

6.50 83 921 69 566 58 1473 20 216
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x I T S L

6.75 88 976 72 590 60 1523 19 206

7.00 93 1031 76 622 64 1623 18 196

7.25 98 1086 79 646 66 1673 18 196

7.50 103 1141 82 670 70 1773 17 186

7.75 108 1196 86 702 72 1823 17 186

Ï îñòðîèì ãðàôèêè, îòðàæ àþ ù èå äàííûå èç ýòîé òàáëèöû, – èõ ïðîù å àíàëèçèðîâàòü. Í à
íèæ åñëåäóþ ù èõ ðèñóíêàõ ñëåâà – ñòîëáöû N,  ñïðàâà – O.

à) ÷èñëî âèòêîâ öèêëà á) êîëè÷åñòâî îïåðàöèé

Ì û âèäèì, ÷òî ïî ÷èñëó N âèòêîâ öèêëà àëãîðèòìû ïðè íå ñëèø êîì áîëüø èõ x
ïðàêòè÷åñêè íå ðàçëè÷àþ òñÿ äî x, ïðèìåðíî ðàâíûõ 3.5, ïîñëå ÷åãî ëèäèðóåò àëãîðèòì
S. Í à÷èíàÿ ñ x, ïðèìåðíî ðàâíûõ 4, áåññïîðíûì ëèäåðîì ñòàíîâèòñÿ àëãîðèòì L. Ï î
÷èñëó îïåðàöèé, êîíå÷íî, áîëåå âàæ íîé õàðàêòåðèñòèêå, ïðè x äî 4 ëèäåðîì ÿâëÿåòñÿ
àëãîðèòì T, ïîñëå – ñíîâà àëãîðèòì L.

Ï îìèìî ïðåâîñõîäñòâà â ñêîðîñòè àëãîðèòì T âûãîäíî îòëè÷àåòñÿ îò I è S
óñòîé÷èâîñòüþ  ïî îòíîø åíèþ  ê íàêîïëåíèþ  îø èáêè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âûñêàçàííîãî
óòâåðæ äåíèÿ îöåíèì ðàñïðîñòðàíÿåìóþ  îø èáêó îêðóãëåíèÿ.

Ï óñòü ( )i
nσ  – îòíîñèòåëüíàÿ îø èáêà n-é ÷àñòè÷íîé ñóììû â àëãîðèòìå I, à ( )i

nτ  –
îòíîñèòåëüíàÿ îø èáêà tn. Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå öåëûõ ÷èñåë è
äåéñòâèÿ íàä íèìè îñóù åñòâëÿþ òñÿ áåç îø èáîê, à îø èáêè îêðóãëåíèÿ âñåõ
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè íå ïðåâîñõîäÿò r. Òîãäà äëÿ

( )i
nσ  èìååì ñëåäóþ ù åå ñîîòíîø åíèå
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(10) ( ) ( ) ( ) r
ts

t
ts

s i
n

1nn

ni
n

1nn

ni
1n +τ

+
+σ

+
=σ

++
+ ,

ïðè÷åì

(11) ( ) ( ) r32x
i

n
i

1n +χ+τ=τ + ,

ãäå 2xχ  – îòíîñèòåëüíàÿ îø èáêà ïðåäñòàâëåíèÿ x2. Áóäåì ñ÷èòàòü òàêæ å, ÷òî

( ) ri
n ≤σ , ( ) ri

n ≤τ , r2x ≤χ .

È ç (11) ñ ëåãêîñòüþ  ñëåäóåò

( ) ( )r1n4nr42x
i

n +≤+χ≤τ ,

à èç (10) ïîëó÷àåì

 ( ) ( ) ( ) ri
1n

i
n

i
1n +τ+σ≤σ ++ ,

îòêóäà

(12) ( ) ( )1n4n2r 2i
n ++≤σ .

Âåðõíÿÿ îöåíêà îø èáêè (12) ðàñòåò ñ ïóãàþ ù åé ñêîðîñòüþ : òàê, åñëè r=10-10, òî
( ) 7i
10 1024.0 −×≤σ , à ( ) 7i

20 1088.0 −×≤σ . Ï ðè ýòîì ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî ïðè âûâîäå ìû
èãíîðèðîâàëè çíàêîïåðåìåííîñòü ðÿäà  (1), à ýòî ñèëüíî ñìÿã÷àåò ãðóáîñòü îöåíêè (12).

Äëÿ àëãîðèòìà T îòíîñèòåëüíàÿ îø èáêà ( )t
nσ  ÷àñòè÷íîé ñóììû sn òàêæ å óäîâëåòâîðÿåò

ñîîòíîø åíèþ  (10), îäíàêî òåïåðü ( ) ( ) r2x
t
n

t
1n +χ+τ=τ + . Äåéñòâóÿ, êàê ðàíüø å, ïîëó÷àåì

îöåíêó

(13) ( ) ( )1n7nr 2t
n ++≤σ .

Ýòà îöåíêà âîçðàñòàåò ëèø ü íåìíîãî ìåäëåííåå, ÷åì îöåíêà (12), Î äíàêî, ÷ëåíû ðÿäà (6)
ïîëîæ èòåëüíû, ïîýòîìó èñòèííàÿ îòíîñèòåëüíàÿ îø èáêà çíà÷èòåëüíî ìåíüø å
ïîëó÷åííîé îöåíêè (13). Õ îòÿ îáù èé ÷ëåí ðÿäà (2) óáûâàåò áûñòðåå, ÷åì îáù èé ÷ëåí ðÿäà
(3), ìàø èííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþ ò, ÷òî ÷èñëî èñïîëíåíèé ø àãà T2 ìåíüø å ÷èñëà
«âèòêîâ öèêëà» â àëãîðèòìå I; ýòî òàêæ å ïðèâîäèò ê ìåíüø åé ðàñïðîñòðàíÿåìîé îø èáêå.
Î äíàêî, íà òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ( )xΦ  ñèëüíî âëèÿåò òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ exp(-x2/2):
âîçíèêàþ ù àÿ çäåñü îø èáêà ìîæ åò «ñúåñòü» âñå ïðåèìóù åñòâà ðàçëîæ åíèÿ (3).

Ï îëó÷åííûå äàííûå ïîçâîëÿþ ò ðåêîìåíäîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ( )xΦ  ñ ïðîèçâîëüíîé
òî÷íîñòüþ  ñî÷åòàíèå àëãîðèòìîâ T è L. Í óæ íî òîëüêî âûáðàòü òî÷êó p, ðàçäåëÿþ ù óþ
îáëàñòè äåéñòâèÿ ýòèõ àëãîðèòìîâ.

È òàê, ïðè âîçðàñòàþ ù èõ x âðåìÿ ñ÷åòà ïî àëãîðèòìó T âîçðàñòàåò, à ïî àëãîðèòìó L
óáûâàåò. Ï îýòîìó â êà÷åñòâå p ñëåäîâàëî áû âûáèðàòü òî÷êó, â êîòîðîé ýòè âðåìåíà
ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè. Ê  ñîæ àëåíèþ  òàêàÿ òî÷êà çàâèñèò îò òî÷íîñòè ñ÷åòà ε, îò
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ðàçðÿäíîñòè èñïîëüçóåìîãî êîìïüþ òåðà, îò åãî ñêîðîñòè. Ï îýòîìó âûáðàòü «íàâåêè
îïòèìàëüíóþ » òî÷êó p íå óäàñòñÿ; ÿ ðåêîìåíäóþ  âûáèðàòü åå ïðè ε , ðàâíîì ìàø èííîìó
íóëþ .

Àëãîðèòìû  ñ êîíå÷íîé òî÷íîñòüþ
Ðàçëîæ åíèÿ, àïïðîêñèìèðóþ ù èå çàäàííóþ  ô óíêöèþ  ñ íåêîåé àïðèîðè ôèêñèðîâàííîé
òî÷íîñòüþ , ìîæ íî ïîëó÷àòü ìíîæ åñòâîì ñàìûõ ðàçíûõ ñïîñîáîâ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ïîëèíîìèàëüíûõ ïðèáëèæ åíèé, íàïðèìåð, îäíèì èç ñàìûõ ïðîñòûõ è ìîù íûõ ÿâëÿåòñÿ,
íà ìîé âçãëÿä, ïðèíàäëåæ àù èé Ëàíöîø ó [5] ïðîöåññ ýêîíîìèçàöèè ñòåïåííûõ ðÿäîâ.
Í åêîòîðûå ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæ åíèé îïèñàíû â ðàáîòàõ [3, 6];
ñïèñîê ëèòåðàòóðû, ïîñâÿù åííîé ýòîé ïðîáëåìàòèêå, ëåãêî ìîæ åò áûòü ïðîäîëæ åí.

Â äàííîì ïàðàãðàôå ÿ ïðèâåäó íåñêîëüêî òàêèõ ø èðîêî èçâåñòíûõ ðàçëîæ åíèé [10].
Ðàçëîæ åíèÿ ïîëó÷åíû ñ ïîìîù üþ  «ãðóáîé ñèëû»: ôèêñèðîâàâ âèä àïïðîêñèìàöèè,
ïîëó÷àåì âîçìîæ íîñòü îöåíèòü çíà÷åíèÿ êîíñòàíò ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè â íåñêîëüêèõ
òî÷êàõ. Òî÷íîñòü ïîëó÷åííîé àïïðîêñèìàöèè îöåíèâàåòñÿ ñðàâíåíèåì èñòèííûõ
çíà÷åíèé ( )ixΦ  è àïïðîêñèìèðóþ ù èõ ( )ix*Φ  âî ìíîãèõ òî÷êàõ. Ó ñïåõ âñåãî
ïðåäïðèÿòèÿ îïðåäåëÿåòñÿ, êîíå÷íî, íàø åé óäà÷ëèâîñòüþ  â âûáîðå âèäà àïïðîêñèìàöèè.

Âîò, íàïðèìåð, êàê ìîæ íî ïîëó÷èòü ðàçëîæ åíèå A2. Í à÷íåì ñ òîãî, ÷òî ôèêñèðóåì âèä
àïïðîêñèìàöèè

(1) ( ) ( ) ( ) ( )x
px1

a

px1

a
px1

a
1x 3

3
2

21* Φ ′










+

+
+

+
+

−=Φ

Ï åðåïèø åì (1) â áîëåå óäîáíîì âèäå

(2) ( ) ( ) ( )2/xexp
px1

xcxcc
1x 2

3

2
210* −

+
++−=Φ

è ïîëîæ èì

(3) ( ) ( ) ( )2/xexpdt2/texp
2
1

1xy 2

x

2 −


















−

π
−= ∫

∞−

Âû÷èñëèâ y(x) â òî÷êàõ x0, x1, x2, x3, ïîëó÷àåì ÷åòûðå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèÿ äëÿ
îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíò c0, c1, c2, c3, p:

(4)

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )












+=++
+=++
+=++
+=++

3
3

3
2
32310

2
3

2
2
22210

1
3

1
2
12110

0
3

0
2
02010

1

1

1

1

xypxxcxcc

xypxxcxcc

xypxxcxcc

xypxxcxcc

Ï îëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñîâìåñòíà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ c0, c1, c2, c3

(êîíñòàíòó p ïîêà ñ÷èòàåì èçâåñòíîé) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äåòåðìèíàíò
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( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )3

3
3

2
3

2

1
3

1

0
3

0

xyx1

xyx1

xyx1

xyx1

pf

3
2
3

2
2
2

1
2
1

0
2
0

px1  x    

px1  x    

px1  x    

px1  x    

+
+
+

+

=

ðàâåí íóëþ . Ðàçëîæ èâ ýòîò îïðåäåëèòåëü ïî ýëåìåíòàì ïðàâîãî ñòîëáöà, ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå

(5) f(p) = A0(1+px0)3 + A1(1+px1)3 +

 A2(1+px2)3 + A3(1+px3)3 = 0, 

â êîòîðîì A0, A1, A2 è A3 èçâåñòíû. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîðíåé ýòîãî óðàâíåíèÿ
èñïîëüçóåòñÿ êàêàÿ-íèáóäü ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà, íàïðèìåð, ìåòîä Í üþ òîíà. Â ðàáîòå
[10] îïèñàíû ïðè÷èíû, ïî êîòîðûì â êà÷åñòâå p ñëåäóåò âûáèðàòü íàèìåíüø èé
äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (5).

Î òáðàñûâàÿ òåïåðü ëþ áîå (íàïðèìåð, ïîñëåäíåå) óðàâíåíèå â ñèñòåìå (4), ïîëó÷àåì
ëèíåéíóþ  ñèñòåìó

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )









+=++
+=++
+=++

2
3

2
2
22210

1
3

1
2
12110

0
3

0
2
02010

1

1

1

xypxxcxcc

xypxxcxcc

xypxxcxcc

,

ðåø èâ êîòîðóþ , ïîëó÷àåì òðåáóåìûå çíà÷åíèÿ êîíñòàíò. Ï åðåõîä îò ðàçëîæ åíèÿ âèäà (2)
ê ðàçëîæ åíèþ  A2 òðèâèàëåí.

À ëãîðèòìû, ðåàëèçóþ ù èå ðàçëîæ åíèÿ A1-A4, ïðèâåäåíû â ïðèëîæ åíèè B; âî âñåõ ýòèõ
àëãîðèòìàõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëèíîìà èñïîëüçîâàíà ñõåìà Ãîðíåðà.

A1: Φ (x) = 1- (1 + a1x + a2x2 + a3x3 + a4x4)-4/2 + ( )xε ,

| ( )xε | < 2.5× 10-4, 0 ≤  x < z1 = 3.72

a1 = 0.196854, a3 = 0.000344,

a2 = 0.115194, a4 = 0.019527;

Φ (x) = 1 ïðè x ≥  z1.

A2: ( )xΦ  = 1- ϕ (x) (b1t + b2t2 + b3t3) + ( )xε ,

| ( )xε | < 10-5, 0 ≤  x < z2 = 4.27

b1 = 0.4361836, b2 = -0.1201676, b3 = 0.937298;

( )xΦ  = 1 ïðè x ≥  z2.
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A3: ( )xΦ  = 1- (1 + c1x + c2x2 + c3x3 + c4x4+ c4x5+ c4x6)-16/2  + ( )xε ,

| ( )xε | < 1.5?10-7, 0 ≤  x < z3 = 5.4

c1 = 0.0498674370,c4 = 0.0000380036,

c2 = 0.0211410061, c5 = 0.0000488906,

c3 = 0.0032776263, c6 = 0.0000053830;

( )xΦ  = 1 ïðè x ≥  z3.

A4: ( )xΦ  = 1- ϕ (x) (d1t + d2t2 + d3t3 + d4t4 + d5t5) + ( )xε ,

| ( )xε | < 7.5*10-8, 0 ≤  x < z4 = 5.6,

d1 = 0.319381530, d4 = -1.821255978,

d2 = -0.356563782,d5 = 1.330274429,

d3 = 1.781477937;

( )xΦ  = 1 ïðè x ≥  z4.

Ï ðèâåäó «äî êó÷è» àïïðîêñèìàöèè, ïîçâîëÿþ ù èå íàõîäèòü êâàíòèëè íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ, ò.å. çíà÷åíèÿ zq, äëÿ êîòîðûõ  ( ) qzq =Φ .

Z1: ( )q
tbtb

taa
tzq ε+

++
+−= 2

21

10

1
,

| ( )xε | < 3*10-3, 0 ≤  q < 0.5,

a0 = 2.30753, b1 = 0.99229,

a1 = 0.27061, b2 = 0.04481.

Z2: ( )q
tdtdtd1

tctcc
tz

3
3

2
21

2
210

q ε+
+++

++−=

| ( )xε | < 4.5*10-4, 0 ≤  q < 0.5,

c0 = 2.515517, d1 = 1.432788,

c1 = 0.802853, d2 = 0.189269,

c2 = 0.010328, d3 = 0.001308.
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Ï åðâîå èç ýòèõ ðàçëîæ åíèé áûëî èñïîëüçîâàíî â A-àëãîðèòìàõ äëÿ îöåíêè òîãî εx , ïîñëå
êîòîðîãî ìîæ íî ñ÷èòàòü, ÷òî ( )xΦ  = 1.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ( )xΦ  ñ çàðàíåå ôèêñèðîâàííîé òî÷íîñòüþ  ëåãêî ïðèäóìàòü è äðóãèå
àëãîðèòìû; íàïðèìåð, ìîæ íî ïîïðîñòó ïîñ÷èòàòü èíòåãðàë – ñêàæ åì, ïî ôîðìóëå
Ñèìïñîíà. Çäåñü ïðèâåäåíû íàèáîëåå ýêîíîìíûå èç âñåõ èçâåñòíûõ ìíå ñïîñîáîâ.

Åù å àëãîðèòìû
Ãîâîðÿ â §1, ÷òî îïèñàííûå òàì ðàçëîæ åíèÿ ïîçâîëÿþ ò, â ïðèíöèïå, âû÷èñëÿòü ( )xΦ  ñ
ïðîèçâîëüíîé òî÷íîñòüþ , ÿ óìîë÷àë î òîì, ÷òî òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé îãðàíè÷èâàåòñÿ íå
òîëüêî îø èáêîé, ðàñïðîñòðàíÿåìîé ïðè âûïîëíåíèè àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé âî âðåìÿ
ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ è öåïíûõ äðîáåé, íî è òî÷íîñòüþ  (÷èñëîì âåðíûõ çíàêîâ), ñ êîòîðîé
çàäàåòñÿ êîíñòàíòà π21 , à òàêæ å îø èáêîé, âîçíèêàþ ù åé ïðè âû÷èñëåíèè ýêñïîíåíòû.
Â ÷àñòíîñòè, êîíñòàíòó, âîçìîæ íî, ïðèäåòñÿ çàìåíèòü ïðè ïåðåõîäå ñ îäíîé ïëàòôîðìû
íà äðóãóþ .

Î äíàêî, ðàç óæ  «÷èñòîòó» àëãîðèòìîâ ñîáëþ ñòè íå óäàëîñü, íàø å ïàäåíèå óñóãóáèòñÿ íå
ñëèø êîì ñèëüíî, åñëè ìû ïîçâîëèì ñåáå èñïîëüçîâàòü åù å íåñêîëüêî êîíñòàíò. Ï ðè ýòîì
ìû îñíîâûâàåìñÿ íà ñëåäóþ ù åì ïðîñòîì ðàññóæ äåíèè.

Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà Òåéëîðà, ÿâëÿþ ù àÿñÿ îäíèì èç ãëàâíåéø èõ ïîêàçàòåëåé
êà÷åñòâà ïîäîáíûõ àëãîðèòìîâ, òåì íèæ å, ÷åì áîëåå óäàëåíà òî÷êà, â êîòîðîé ìû
âû÷èñëÿåì ôóíêöèþ , îò òî÷êè, â êîòîðîé ýòà ôóíêöèÿ áûëà ðàçëîæ åíà â ðÿä. Ï îýòîìó
ñëåäóåò çàïàñòè íåñêîëüêî ðàçëîæ åíèé â ðàçíûõ òî÷êàõ ñ òåì, ÷òîáû äëÿ êàæ äîé òî÷êè
èìåòü âîçìîæ íîñòü âûáðàòü èç íèõ íàèëó÷ø åå.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîãî ñîîáðàæ åíèÿ íóæ íî óìåòü ðàñêëàäûâàòü â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå â
ðÿä Òåéëîðà ñàìó ( )xΦ  èëè ïðîñòî ñâÿçàííóþ  ñ íåé ôóíêöèþ . Ýòèì ìû ñåé÷àñ è
çàéìåìñÿ.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ( )xΦ  óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîø åíèþ

(1) ( ) ( )xxx Φ ′−=Φ ′′ .

Ðàçëîæ èì ( )xΦ  â ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå  y:

(2) ( ) ( )( )∑
≥

−=Φ
0n

n
n yxyhx .

Ï îëîæ èì gn = hnn! ; èç (1)-(2) ñëåäóåò, ÷òî  óäîâëåòâîðÿþ ò ñëåäóþ ù åìó ñîîòíîø åíèþ

(3) gn+2 = -ygn+1 - ygn, n ≥  0; g0 = Φ (x), g0 = ϕ (y).

Î áðàòèòå âíèìàíèå: ïðè y = 0 ñîîòíîø åíèÿ (2)-(3) çàäàþ ò ðÿä (1.1).

Åù å ðàçëîæ åíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ( )xΦ  ìîæ íî ïîëó÷èòü, èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ

(4) ( ) ( )xRx1xR −=′
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.È ç (4) ëåãêî ïîëó÷èòü ðåêóðñèâíûå ñîîòíîø åíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ cn(y) ðàçëîæ åíèÿ
Òåéëîðà  â òî÷êå y:

(5) (n+2)cn+2 = ycn+ 1 + cn, n ≥  0; c0 = ( )xR , c1 = 1 + c0y.

Î áðàòèòå âíèìàíèå: ïðè y = 0 ñîîòíîø åíèÿ çàäàþ ò ðÿä (1.3).

Ëåãêî óãëÿäåòü, ÷òî ñ ðîñòîì y ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè îáîèõ ðàçëîæ åíèé äîâîëüíî áûñòðî
ïàäàåò.

Î ñíîâûâàÿñü íà ýòèõ ðàçëîæ åíèÿõ, ìîæ íî ïîñòðîèòü àëãîðèòìû, êîòîðûå èñïîëüçóþ ò
âîçìîæ íîñòè ñòåïåííûõ ðÿäîâ áîëåå èçîù ðåííî, ÷åì áåñõèòðîñòíûå àëãîðèòìû I è T.

Ï ðåæ äå âñåãî, ìîæ íî ïîïðîñòó çàïàñòè çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿåìîé ôóíêöèè – ( )xΦ  èëè
( )xR  – â íåñêîëüêèõ òî÷êàõ x1,… ,xk è, âûáðàâ äëÿ çàäàííîé òî÷êè x áëèæ àéø óþ  èç

çàïàñåííûõ, èñïîëüçîâàòü äàëåå ñîîòâåòñòâóþ ù åå ðàçëîæ åíèå. Í à ýòîé èäåå îñíîâàíû
àëãîðèòìû D è P. Ï ðè ðåàëèçàöèè ýòèõ àëãîðèòìîâ ïðèõîäèòñÿ äåëàòü âûáîð ìåæ äó
ðàñõîäîì ïàìÿòè íà õðàíåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè è ÷èñëîì ñóììèðóåìûõ ÷ëåíîâ ðÿäà:
÷åì áîëüø å ðàññòîÿíèå ìåæ äó ñîñåäíèìè òî÷êàìè, òåì ìåíüø å ðàñõîä ïàìÿòè, íî è òåì
ìåäëåííåå, âîîáù å ãîâîðÿ, ñõîäèòñÿ ðÿä Òåéëîðà. Ì îæ íî òàêæ å ðåø àòü çàäà÷ó ïîèñêà
îïòèìàëüíîãî ðàñïîëîæ åíèÿ çàïàñàåìûõ òî÷êàõ, íî ìû çäåñü íå áóäåì ýòèì çàíèìàòüñÿ.

À ëãîðèòì D. Ýòîò àëãîðèòì âû÷èñëÿåò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ( )xΦ  â òî÷êàõ îòðåçêà [-a,a].
Ï ðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îòðåçîê [0, a] ðàçáèò íà îïðåäåëåííîå ÷èñëî íåïåðåñåêàþ ù èõñÿ
îòðåçêîâ ñ öåíòðàìè â xi è èçâåñòíû çíà÷åíèÿ  ( )ii xΦ=Φ . ×òîáû âû÷èñëèòü ( )xΦ ,
àëãîðèòì âûáèðàåò xi, äëÿ êîòîðîãî ðàññòîÿíèå |x-xi| ìèíèìàëüíî; ïîñëå ýòîãî
èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæ åíèå (2)-(3) ñ y=xi.

D1. Ïîëîæèòü  x1 = |x|; i = [x1/h];
           z = i*h; /* i – íîìåð áëèæàéøåé ê x òî÷êè xi, z = xi */
D2. /* Ïîäãîòîâêà ê âû÷èñëåíèþ ðÿäà.   */
     Ïîëîæèòü g0 = t = Φ i; g1 = exp(-z*z/2)/√2π;
           xn = x1 = x1-z; sum=t+g1*xn; n = 1;
D3. /* Âû÷èñëåíèå î÷åðåäíîé ÷àñòè÷íîé ñóììû */

Ïîëîæèòü n = n+1; s=-z*g1-(n-2)*g0; g0=g1; g1 = s; xn=x1*xn/n;
              s=t; t=sum; sum = sum + g1*xn;
D4. /* Ïðîâåðêà òî÷íîñòè */ Åñëè |s-t| > ε èëè |t-sum| > ε, ïåðåéòè ê D3.
D5. Åñëè x > 0 , ïîëîæèòü Φ  = sum, èíà÷å ïîëîæèòü Φ  = 1-sum.
     Íà ýòîì ðàáîòà àëãîðèòìà çàêàí÷èâàåòñÿ.

À ëãîðèòì P. Âû÷èñëåíèÿ çäåñü ïîëíîñòüþ  àíàëîãè÷íû òîìó, ÷òî äåëàåòñÿ â àëãîðèòìå
D. È ñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæ åíèå (4)-(5) è, ñîîòâåòñòâåííî, çàïàñàþ òñÿ çíà÷åíèÿ ( )ixR .

P1. Ïîëîæèòü x1 = |x|.
       Ïîëîæèòü i = [x1/h]; z = i*h (òåïåðü i – íîìåð áëèæàéøåé ê x òî÷êè xi, z =

xI).
P2. /* Ïîäãîòîâêà ê âû÷èñëåíèþ ðÿäà.   */
     Ïîëîæèòü c0 = s = Ri; c1 = 1+z*c0;
           xn = x1 = x1-z; rz=s+c1*xn; n = 1.
P3. /* Âû÷èñëåíèå î÷åðåäíîé ÷àñòè÷íîé ñóììû */
     Ïîëîæèòü n = n+1; xn = x1*xn; s = (c0+z*c1)/n;
              c0 = c1; c1 = s; s = t; t = rz; rz = t+c1*xn.
P4. /* Ïðîâåðêà òî÷íîñòè */ Åñëè |s-t| > ε èëè |t-rz| > ε, ïåðåéòè ê P3.
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P5. Ïîëîæèòü 0.5 + sign(x)*rz*exp(-x*x/2)/√2π; íà ýòîì ðàáîòà àëãîðèòìà çàêàí÷è-
âàåòñÿ.

Ì îæ íî äåéñòâîâàòü è áîëåå èçûñêàííî, ïîäáèðàÿñü ê íóæ íîé òî÷êå ø àæ êàìè
îïðåäåëåííîé äëèíû è âû÷èñëÿÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ïðîìåæ óòî÷íûõ òî÷êàõ. Í à ýòîì
îñíîâàíû àëãîðèòìû F è C, â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ ëèø ü òîò ôàêò, ÷òî Φ (0)=0.5, à

( )0R =0.

À ëãîðèòì F. Çäåñü ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿþ òñÿ Φ (h), Φ (2h) è ò.ä. äî òåõ ïîð, ïîêà
k× h ≤  x è òîëüêî ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿåòñÿ Φ (x). Äåéñòâèÿ àëãîðèòìà íàïîìèíàþ ò
äâèæ åíèÿ ãóñåíèöû, êîòîðàÿ ïåðåïîëçàåò èç íóëÿ â h, èç h â  2h è ò.ä. äî òåõ ïîð, ïîêà íå
äîïîëçåò äî òî÷êè x.

F1. Ïîëîæèòü x1 = |x|; z = fz = 0.
F2. /* Ïðîâåðêà îêîí÷àíèÿ */ Ïîëîæèòü a=x1-z.
     Åñëè a ≤ 0, ïîëîæèòü Φ  = 0.5 + sign(x)*fz.
     Íà ýòîì ðàáîòà àëãîðèòìà çàêàí÷èâàåòñÿ.
F3. /* Óñòàíîâ øàãà */ Åñëè a > h, ïîëîæèòü a = h.
F4. /* Ïîäãîòîâêà ê âû÷èñëåíèþ ðÿäà. */
     Ïîëîæèòü xn = a; g0 = g1 = exp(-z*z/2)/√2π;
     t = sum = g1*xn; n = 1.
F5. /* Âû÷èñëåíèå î÷åðåäíîé ÷àñòè÷íîé ñóììû ðÿäà */
     Ïîëîæèòü n=n+1; xn = xn*a/n; s = -z*g1-(n-2)*g0;
       g0 = g1; g1 = s; s = t; t = sum; sum = sum+g1*xn.
F6. /* Ïðîâåðêà òî÷íîñòè */ Åñëè |s-t| > ε èëè |t-sum| > ε, ïåðåéòè ê F5.
F7. /* Â ò. z ðàçëîæåíèå ïîñ÷èòàíî. Ïîøëè â ñëåä. òî÷êó */
     Ïîëîæèòü fz = fz + sum; z = z + a; ïåðåéòè ê F2.

À ëãîðèòì C. Ýòîò àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ðàçëîæ åíèè (4)-(5), ïîëíîñòüþ  àíàëîãè÷åí
ïðåäûäóù åìó. Çíà÷åíèå áóëåâñêîé ïåðåìåííîé gotta ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì true, êîãäà
íóæ íàÿ òî÷êà x äîñòèãíóòà.

C1. Ïîëîæèòü x1 = |x|; z = Rz = 0; gotta = false.
C2. Ïîëîæèòü xa = z; Ra = Rz; z = z + h.
     Åñëè z ≥ x1, ïîëîæèòü z = x1; gotta = true.
C3. /* Ïîäãîòîâêà ê âû÷èñëåíèþ ðÿäà. */
     Ïîëîæèòü c0 = t = Ra; c1 = 1 + xa*Ra;
              xn = D = z- xa; Rz = Ra + c1*xn; n = 1.
C4. /* Âû÷èñëåíèå î÷åðåäíîé ÷àñòè÷íîé ñóììû ðÿäà */
     Ïîëîæèòü n=n+1; xn = D*xn; s = (c0 + xa*c1)/n;
              C0 = c1; c1 = s; s = t; t = Rz; Rz = t + c1*xn.
C5. /* Ïðîâåðêà òî÷íîñòè */ Åñëè |s-t| > ε èëè |t-Rz| > ε, ïåðåéòè ê C4.
C6. /* Ïðîâåðêà îêîí÷àíèÿ */ Åñëè gotta = false, ïåðåéòè ê C2.
C7. Ïîëîæèòü Φ  = 0.5 + sign(x)*exp(-z*z/2)/√2π;
       íà ýòîì ðàáîòà àëãîðèòìà çàêàí÷èâàåòñÿ.

Ì îæ íî òàêæ å äâèãàòüñÿ èç x â íóëü. Ï ðè ýòîì, îäíàêî, óäàåòñÿ èñïîëüçîâàòü òîëüêî
ðàçëîæ åíèå (2)-(3). Ñîîòâåòñòâóþ ù èé àëãîðèòì B î÷åíü áëèçîê ê àëãîðèòìó 123 [8], â
êîòîðîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè îø èáîê

( ) ∫ −

π
=

x

0

t dte
2

xerf
2
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èñïîëüçîâàíî ðàçëîæ åíèå

(6) ( ) ( )∑
≥

−=
0n

n
n yxwxerf ,

ãäå wn = vn/n!, à vn óäîâëåòâîðÿþ ò ñîîòíîø åíèÿì

(7) vn+2 = 2yvn+1-2nvn, n ≥ 0; v0 = erf(x), v1 = 
2ye

2 −

π
.

Âû÷èñëåíèå erf(x) ïðè x > 0 ïðîèçâîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

erf(x) = -sa(x0) - sa(x1) - …  - sa(xk),

â êîòîðîé ( ) ( ) ( )∑
≥

−=
1n

n
n

a zwazs , x0 = x, xi=xi-1-a, i ≥ 1, ïðè÷åì





∆≤
∆>∆

=
−−

−

   
 

11

1

åñëè
åñëè

ii

i

xx
x

a
,

,
,

à k – íàèìåíüø åå öåëîå, òàêîå, ÷òî xk-1> ∆ .

À ëãîðèòì B. Â ýòîì àëãîðèòìå ãóñåíèöà ïîëçåò èç x â íóëü ñ ø àãîì à (ïðåäïîëàãàåì,
ñëåäîâàòåëüíî, ÷òî à > 0).

B1. Ïîëîæèòü x1 = |x|; Fz = 0.
B2.  /* Ïðîâåðêà îêîí÷àíèÿ */ Åñëè x1 ≤ 0, ïîëîæèòü Φ  = 0.5 + sign(x)*Fz.
        Íà ýòîì ðàáîòà àëãîðèòìà çàêàí÷èâàåòñÿ.
B3. /* Óñòàíîâ øàãà */ Åñëè x1 ≤ a, ïîëîæèòü a = -x1.
B4. /* Ïîäãîòîâêà ê âû÷èñëåíèþ Fz */
         Ïîëîæèòü g0 = g1 = exp(-x1*x1/2)/√2π;
                  xn = -a; n = 1; t = sum = g1*xn.
B5. /* Âû÷èñëåíèå î÷åðåäíîé ÷àñòè÷íîé ñóììû */
     Ïîëîæèòü n = n + 1; xn = -a*xn/n;
              s = -x1*g1-(n-2)*g0; g0 = g1; g1 = s;
              s = t; t = sum; sum = t+g1*xn.
B6. /* Ïðîâåðêà òî÷íîñòè */ Åñëè |s-t| > ε èëè |t-sum| > ε, ïåðåéòè ê B5.
B7. /* Ïåðåäâèæåíèå */ Ïîëîæèòü Fz = Fz + sum; x1 = x1 - a;
          ïåðåéòè ê B2.

Â àëãîðèòìå 123 âûáðàíî ∆  =0.5. Â êà÷åñòâå óñëîâèÿ îñòàíîâà ôèãóðèðóåò òðåáîâàíèå,
÷òîáû î÷åðåäíîé ïðèáàâëÿåìûé ÷ëåí íå ïðåâîñõîäèë ïî àáñîëþ òíîé âåëè÷èíå 10-10.
Î ñíîâíûì íåäîñòàòêîì àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæ íîñòü ïðåæ äåâðåìåííîãî âûõîäà èç
öèêëà, âû÷èñëÿþ ù åãî sa(x). Â ñàìîì äåëå, êîýôôèöèåíòû ðÿäà (6) ïðîïîðöèîíàëüíû
ïîëèíîìàì Ýðìèòà

( ) ( )xHe
2

e
dx
d2

xw 1n
xx

1n

1n

n
22

−
−−

−

−

π
=




π
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Ï îýòîìó â òî÷êàõ y, ÿâëÿþ ù èõñÿ êîðíÿìè êàêîãî-ëèáî ïîëèíîìà, ñòàíäàðòíîå óñëîâèå
îñòàíîâà, êîòîðîå çäåñü èìååò âèä |wn(y)(x-y)n| ε≤ , ïðèâîäèò ê íåâåðíîìó ðåçóëüòàòó;
ýòîò ôàêò îòìå÷åí â çàìå÷àíèè ê àëãîðèòìó [7]. Ó ñëîâèåì îñòàíîâà, ïðåäîõðàíÿþ ù èì îò
ïðåæ äåâðåìåííîãî îáðûâà ðÿäà Òåéëîðà, ìîæ åò áûòü: |sn-sn-1| ε≤  & |sn+1-sn| ε≤ .
Ýòè ñîîáðàæ åíèÿ ó÷òåíû â àëãîðèòìå B.

À ëãîðèòì E. Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè àëãîðèòìà 123 [8] óñëîâèå îñòàíîâà ìîäèôèöèðîâàíî
óêàçàííûì âû ø å ñïîñîáîì. Êðîìå òîãî, ÿ çàìåíèë íåñêîëüêî îïåðàòîðîâ àëãîðèòìà 123
òàê, ÷òî sa(z) âû÷èñëÿåòñÿ ÷óòü áîëåå ýêîíîìíî. Í àêîíåö, ïðè âû÷èñëåíèè ( )xΦ , èñïîëü-

çóåòñÿ ôîðìóëà ( ) ( )( ) 221 xerfx +=Φ . Äëÿ îáëåã÷åíèÿ ñðàâíåíèé èñïîëüçîâàíû òå æ å
èäåíòèôèêàòîðû, ÷òî è â èñõîäíîì àëãîðèòìå.

E1. Ïîëîæèòü x1 = |x|/√2; z = 0.
E2. /* Ïðîâåðêà îêîí÷àíèÿ */ Åñëè x1 ≤ 0,  ïîëîæèòü Φ  = 0.5 + sign(x)*z; íà ýòîì

ðàáîòà àëãîðèòìà çàêàí÷èâàåòñÿ.
E3. /* Óñòàíîâ øàãà */  Åñëè x1 ≤ a ïîëîæèòü a = x1.
E4. /* Ïîäãîòîâêà ê âû÷èñëåíèþ sa(x1) */
   Ïîëîæèòü n = 1; u = v = exp(-x1*x1)/√π; xn = a; s = 0; y = v*a.
E5. /* Âû÷èñëåíèå î÷åðåäíîé ÷àñòè÷íîé ñóììû sa(x1) */
    Ïîëîæèòü n = n+1; w = -2*(x1*v + u(*n-2));
        u = v; v = w; xn = -a*xn/n; w = s; s = y; y = y + v*xn.
E6. /* Ïðîâåðêà òî÷íîñòè */
      Åñëè |w - s| > ε èëè |s - y| > ε, ïåðåéòè ê E5.
E7. Ïîëîæèòü z = z + y; x1 = x1 - a è ïåðåéòè ê E2.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ àëãîðèòìû D, P, C, B è E áûëè ðåàëèçîâàíû
íà Ñè. Â íèæ åñëåäóþ ù åé òàáëèöå äëÿ êàæ äîãî àëãîðèòìà ïðèâîäèòñÿ êîëè÷åñòâî
"âèòêîâ" öèêëà, ïîòðåáîâàâø èõñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ñ ε = 0 äëÿ íåñêîëüêèõ x;
ïîñêîëüêó âñå àëãîðèòìû äàëè îäèíàêîâûå 8 çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé, ñàìè âû÷èñëåííûå
çíà÷åíèÿ îïóù åíû.

x D P C B E

0.25 14 16 16 16 16

0.50 20 23 20 21 21

0.75 15 18 37 36 34

1.00 1 2 42 42 40

1.25 15 17 59 57 45

1.50 19 25 65 62 60

1.75 15 19 83 78 64

2.00 1 2 88 83 70

2.25 15 18 106 99 85
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2.50 19 27 112 104 89

2.75 15 20 131 120 94

3.00 1 2 137 125 111

3.25 15 20 157 141 115

3.50 18 29 163 147 121

3.75 14 21 183 163 135

4.00 1 2 190 168 140

4.25 14 21 211 185 155

4.50 17 32 218 190 161

4.75 13 23 239 206 168

5.00 1 2 246 212 182

5.25 13 22 268 229 190

5.50 15 33 275 235 195

5.75 12 24 297 253 212

6.00 1 2 305 258 218

6.25 12 23 328 277 224

6.50 15 36 336 282 241

6.75 10 25 359 302 247

7.00 1 2 367 307 251

7.25 10 24 391 327 270

7.50 11 38 399 332 275

7.75 6 26 423 353 283

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû âñåõ ýòèõ àëãîðèòìîâ ïîçâîëÿåò êîíñòàòèðîâàòü çäåñü
ïîëíîå òîðæ åñòâî ãðóáîé ñèëû íàä êðàñîòîé è èçÿù åñòâîì; çäåñü äàæ å íå íóæ íî
ó÷èòûâàòü êîëè÷åñòâî îïåðàöèé âíóòðè öèêëà – âñå ÿñíî è áåç ýòîãî. È ç àëãîðèòìîâ P è
D ëó÷ø èì îêàçàëñÿ àëãîðèòì D. Åñëè äëÿ íåãî ïîíàäîáÿòñÿ êîíñòàíòû iΦ , ÿ ðåêîìåíäóþ
âû÷èñëÿòü èõ ñ ïîìîù üþ  ñìåñè àëãîðèòìîâ T è L èç §1 ñ èñïîëüçîâàíèåì äëèííîé
àðèôìåòèêè.
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Ï ðèìå÷àíèå. Ï ðèâîäèìûå íèæ å êîäû àëãîðèòìîâ èç ðàçäåëîâ 1 è 3 ïðåäíàçíà÷åíû ëèø ü
äëÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, èõ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü ëèø ü êàê èëëþ ñòðàöèè.
"Ðàáî÷èå" êîäû äîëæ íû ó÷èòûâàòü ìíîæ åñòâî òîíêèõ ìîìåíòîâ, ñðåäè êîòîðûõ îñîáåííî
ïîä÷åðêíó ïðîäóìàííóþ  ñèñòåìó îáðàáîòêè èñêëþ ÷èòåëüíûõ ñîñòîÿíèé. (Ï îäîáíàÿ
ñèñòåìà ðàçðàáàòûâàåòñÿ, êàê ïðàâèëî, ñðàçó äëÿ áèáëèîòåêè ôóíêöèé.) Ï ðèâåäó ëèø ü
îäèí èç ñîíìà âîçìîæ íûõ ïðèìåðîâ ìåëêèõ õèòðîñòåé, îêàçûâàþ ù èõ ðåø àþ ù åå âëèÿíèå
íà ýôôåêòèâíîñòü ïðîãðàììû: â êîäàõ, ðåàëèçóþ ù èõ àëãîðèòìû P è D, ïðè âû÷èñëåíèè i
íà ñàìîì ïåðâîì ø àãå íå äîñòàòî÷íî îòáðîñèòü äðîáíóþ  ÷àñòü – íåîáõîäèìî ÷åñòíî
âû÷èñëèòü öåëóþ  ÷àñòü äðîáè (ýòî îòðàæ åíî â ïðèâåäåííûõ êîäàõ).

Ïðèëîæåíèå À.
Âû ÷èñëåíèå ðÿäîâ è öåïíû õ äðîáåé
Âñå îïèñàííûå â äàííîì òåêñòå àëãîðèòìû óñòðîåíû ïî åäèíîé ñõåìå. Çäåñü îïèñûâàåòñÿ
ýòà ñõåìà.

Ðÿäû

Â äàííîé ðàáîòå íàì íóæ íî ñóììèðîâàòü ðÿäû âèäà

( ) ∑
≥

=
0n

ntxf ,

ãäå tn+1 = g(tn). Âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì:

(1) s0 = 0; sn+1 = sn + tn, n > 0;

â êà÷åñòâå óñëîâèÿ îñòàíîâà ôèãóðèðóåò

(2) |sn+1 - sn| ≤ ε ,

ãäå ε  – òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü ñ÷åòà.

Î òìåòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ – â ÷àñòíîñòè, çíàêîïåðåìåííûõ – ðÿäîâ èçâåñòíûì åù å èç
ø êîëû êðèòåðèåì äîñòèæ åíèÿ íóæ íîé òî÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ

(3) |tn| ≤ ε .

Î äíàêî, âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ ñ êîíå÷íîé ðàçðÿäíîñòüþ , è ïîòîìó ïðè óðàâíèâàíèè
ïîðÿäêîâ,  íåîáõîäèìîì äëÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè ñëîæ åíèÿ, ïðèáàâëÿåìàÿ ê sn

âåëè÷èíà 1+τ n  ìîæ åò è íå ñîâïàäàòü ñ tn+1 (ò.ê. tn << sn-1, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüø èõ n
îáÿçàòåëüíî áóäåò nτ < tn). Ï ðè ýòîì óñëîâèå (3) íà÷èíàåò âûïîëíÿòüñÿ ïîçæ å óñëîâèÿ
(2), îçíà÷àþ ù åãî, ÷òî 1+τ n ≤ ε . Ï îýòîìó âî âñåõ àëãîðèòìàõ óñëîâèåì îñòàíîâà ÿâëÿåòñÿ
èìåííî (2); ýòî ïðèâîäèò ê óìåíüø åíèþ  ÷èñëà ñóììèðóåìûõ ÷ëåíîâ ðÿäà.
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Ì àø èííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî èñïîëüçîâàíèå (3) â êà÷åñòâå óñëîâèÿ îñòàíîâà
ëèø ü óâåëè÷èâàåò âðåìÿ ñ÷åòà, íå óâåëè÷èâàÿ â ðàññìîòðåííûõ àëãîðèòìàõ òî÷íîñòü
âû÷èñëåíèé.

À ëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ïðèìåíåíèè ðÿäîâ, âñå èìåþ ò ñëåäóþ ù óþ  ñòðóêòóðó:

/* P1 */ sum = term = t0;
         do
/* P2 */    term = g(term); s = sum; sum = s + term;
/* P3 */ while abs(s - sum) > ?;
         return sum;

Ðèñ.  1. Ñòðóêòóðà àëãîðèòìà, âû ÷èñëÿþ ù åãî ðàçëîæåíèå â ðÿä.

Î òìåòèì, ÷òî åñëè â óñëîâèè îñòàíîâà öèêëà (ø àã P3) ñòðîãîå íåðàâåíñòâî çàìåíèòü íà
íåñòðîãîå, òî ïðè ε = 0 (ò.å. ïðè âû÷èñëåíèÿõ ñ ìàøèííîé òî÷íîñòüþ) àëãîðèòì
çàöèêëèòñÿ.

Â íåñêîëüêèõ àëãîðèòìàõ, â êîòîðûõ ïðèõîäèòñÿ ñóììèðîâàòü «ïëîõî îïðåäåëåííûå»
ðÿäû ñ çíàêîïåðåìåííûìè ÷ëåíàìè, óñëîâèåì îñòàíîâà ÿâëÿåòñÿ

(4) abs(sn - sn+1) ≤ ε  && abs(sn+1 - sn) ≤ ε .

Öåïíû å äðîáè

Ö åïíûå äðîáè óäîáíû âî ìíîãèõ òåîðåòè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ. Î íè, â
÷àñòíîñòè, èñïîëüçóþ òñÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèáëèæ åííûõ âû÷èñëåíèÿõ. Ñ  èõ ïîìîù üþ
ìîæ íî, íàïðèìåð, âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé, ïðè÷åì î÷åíü ÷àñòî àëãîðèòì,
îñíîâàííûé íà ïîäîáíîì ðàçëîæ åíèè, ñõîäèòñÿ áûñòðåå, ÷åì àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà
ðàçëîæ åíèè ôóíêöèè â ñòåïåííîé ðÿä.

Öåïíîé, èëè íåïðåðûâíîé, äðîáüþ íàçûâàåòñÿ âûðàæ åíèå
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È ç-çà ãðîìîçäêîñòè ýòîãî ñïîñîáà çàïèñè îí ïî÷òè íå èñïîëüçóåòñÿ. Î áû÷íî öåïíóþ
äðîáü çàïèñûâàþ ò â âèäå

(5) LL
n

n

2

2

1

1
0 b

a

b

a

b

a
b ++++ èëè

   
LL +++

+
n

n

2

2

1

1
0 b

a
b
a

b
a

b

Ëè÷íî ÿ ïðåäïî÷èòàþ  îáîçíà÷åíèå (5).
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Äðîáü  íàçûâàåòñÿ n-ì çâåíîì öåïíîé äðîáè; an è bn – ÷ëåíàìè åå n-ãî çâåíà; a1, a2,…
íàçûâàþ ò åå ÷àñòíûìè ÷èñëèòåëÿìè, à b1, b2,…  – åå ÷àñòíûìè çíàìåíàòåëÿìè; b0

íàçûâàþ ò íóëåâûì çâåíîì öåïíîé äðîáè.

Êîíå÷íàÿ öåïíàÿ äðîáü

(6)
n

n

2

2

1

1
0n b

a

b

a

b

a
bw ++++= L

íàçûâàåòñÿ n-é ïîäõîäÿùåé äðîáüþ äðîáè (5). ß  îïèø ó çäåñü òðè ñïîñîáà, êîòîðûå ìîæ íî
èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ (6).

Ñ ïîñîá 1

Ýòîò ñïîñîá ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì îñóù åñòâëåíèè óêàçàííûõ â (6) äåéñòâèé.
Ô îðìàëüíî ïðîöåññ ìîæ íî âûðàçèòü ñëåäóþ ù èìè ñîîòíîø åíèÿìè

(7) rn-i = bn-i + sn-i+1, sn-i = an-i/rn-i, i = 0, 1, … , n-1,

ãäå s0 = 0. Ï ðè ýòîì n-ÿ ïîäõîäÿù àÿ äðîáü wn = b0 + s1.

Ì åòîä ëåãêî ïðîãðàììèðóåòñÿ, îäíàêî, îáëàäàåò î÷åâèäíûì íåäîñòàòêîì: ïðè èçìåíåíèè
n âåñü ïðîöåññ íóæ íî íà÷èíàòü ñ ñàìîãî íà÷àëà. À  òàê êàê äîñòèãàåìàÿ òî÷íîñòü
îïðåäåëÿåòñÿ âûáðàííûì çíà÷åíèåì n, òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî ñïîñîáà ïðèõîäèòñÿ
âûáèðàòü åãî íàñòîëüêî áîëüø èì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü òðåáóåìóþ  òî÷íîñòü â íàèõóäø åì
âîçìîæ íîì ñëó÷àå. Ï ðè ýòîì, ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ïðîèçâîäèòü ëèø íèå âû÷èñëåíèÿ,
êîòîðûå ìîãóò îêàçàòüñÿ äîâîëüíî çíà÷èòåëüíûìè. Ì íå èçâåñòåí ëèø ü îäèí ïðèìåð
óñïåø íîãî ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ öåïíûõ äðîáåé: ïðè âûâîäå ôîðìóë
âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé äëÿ ñòàíäàðòíûõ áèáëèîòåê.

Ñ ïîñîá 2

Â ýòîì ñïîñîáå n-ÿ ïîäõîäÿù àÿ äðîáü âû÷èñëÿåòñÿ êàê îòíîø åíèå pn/qn, ïðè÷åì pn è qn

íàõîäÿò èç îñíîâíûõ ðåêóðñèâíûõ ñîîòíîøåíèé (ñì., íàïðèìåð, [6]):

(8)










+=
+=

=+=
==

−+++

−+++

1n1nn1n1n

1n1nn1n1n

111101

000

qaqbq
,papbp

;bq,abbp
;1q,bp

Ï ðåèìóù åñòâî ýòîãî ìåòîäà ïî ñðàâíåíèþ  ñ ïðåäûäóù èì ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà êàæ äîì
ýòàïå âû÷èñëåííóþ  ïîäõîäÿù óþ  äðîáü ìîæ íî ñðàâíèòü ñ ðàíåå âû÷èñëåííûìè
ïðèáëèæ åíèÿìè è, åñëè íóæ íàÿ òî÷íîñòü äîñòèãíóòà, îñòàíîâèòü ïðîöåññ.

Í åäîñòàòêîì åãî ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âåëè÷èíû pn è qn î÷åíü áûñòðî âîçðàñòàþ ò, åñëè an >
1, bn > 1, è áûñòðî óáûâàþ ò, åñëè an < 1, bn < 1. À  ýòî ìîæ åò ïðèâåñòè ëèáî ê
ïåðåïîëíåíèþ , ëèáî ê íåîáõîäèìîñòè äåëåíèÿ íà (ìàø èííûé) íóëü. Äëÿ áîðüáû ñ ýòèì
ïðèìåíÿþ òñÿ ðàçíîîáðàçíûå íîðìèðîâêè, êîòîðûå ëèø àþ ò àëãîðèòì ïðîçðà÷íîñòè è
óâåëè÷èâàþ ò ðàñïðîñòðàíÿåìóþ  îø èáêó; òåì íå ìåíåå, áûâàþ ò ñèòóàöèè, êîãäà áåç ýòîãî
íå îáîéòèñü.
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Ñ ïîñîá 3

Çäåñü äëÿ n-é ïîäõîäÿù åé äðîáè èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþ ù åå ñîîòíîø åíèå

(9) ∑
=

ρρρ+=
n

1k

k210n bw L ,

â êîòîðîì

(10) rk = ak/(bk-1bk), 1+ ρk+1 = 1/(1 + rk+1(1+ kρ )), k ≥ 2,

ïðè÷åì  r1 = 1ρ = a1/b1, 1+ 2ρ  = 1/(1 + r2).

Ýòîò ìåòîä îáëàäàåò òåì æå äîñòîèíñòâîì, ÷òî è ìåòîä 2: ïîäõîäÿù èå äðîáè ïîëó÷àþ òñÿ
ðåêóðñèâíûì ñïîñîáîì, ÷òî ïîçâîëÿåò ñëåäèòü çà äîñòèãíóòîé òî÷íîñòüþ . Âìåñòå ñ òåì,
ïðè âû÷èñëåíèÿõ íå âîçíèêàþ ò íè ñëèø êîì áîëüø èå, íè ñëèø êîì ìàëûå ÷èñëà, ïîýòîìó
ýòîò ìåòîä ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì.

Ï îñêîëüêó ñîîòíîø åíèÿ (9)-(10) ïî÷òè íå âñòðå÷àþ òñÿ â èìåþ ù åéñÿ íà ðóññêîì ÿçûêå
ëèòåðàòóðå, ïðèâåäó çäåñü èõ âûâîä.

Ø èðîêî èçâåñòíî ñëåäóþ ù åå ðàâåíñòâî (ñì., íàïðèìåð, [6]):
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Çäåñü èñïîëüçîâàíî ñîîòíîø åíèå (8). Í î èç (8) òàêæ å ñëåäóåò

qn+1= (qn- an qn-2)/bn

Ï îëîæ èì 
1nn

1n
1n bb

a
r

+

+
+ = . Òàê êàê nρ = - anqn-2/qn, ïîëó÷àåì

1+ρ n = - rn+1(1+ nρ )/(1+rn+1(1+ nρ )).

Î òñþ äà è èç (11) ñëåäóþ ò ñîîòíîø åíèÿ (9)-(10).

À ëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ðàçëîæ åíèè ôóíêöèè f(x) â öåïíóþ  äðîáü, èìåþ ò â äàííîì
òåêñòå ñëåäóþ ù óþ  ñòðóêòóðó:

/*F1 */ t = b0; term = a1/b1; s = t+term; rho = 1/(1+a2/b1/b2);
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        term = (rho-1)*term; sum = s+term; k=3;
        do
/*F2 */    r = ak/bk-1/bk; rho = 1/(1+r*rho);
           term = (rho-1)*term; t = s; s = sum; sum = s+term;
           k = k+1;
/*F3 */ while abs(t-s) > ? & abs(s-sum) > ?;
        return sum;

Ðèñ.  2. Ñòðóêòóðà àëãîðèòìà, âû ÷èñëÿþ ù åãî öåïíóþ  äðîáü.

Êîììåíòàðèè

Ñóììèðîâàíèå ðÿäà (11) ïðîèçâîäèòñÿ çäåñü íà îñíîâå àëãîðèòìà P ñ óñëîâèåì îñòàíîâà
(4).

Åñëè áû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìû èñïîëüçîâàëè ñîîòíîø åíèÿ (8), ø àãè F1 è F2 àëãîðèòìà
ïðèíÿëè áû âèä:

/*F'1 */   p0 = b0; q0 = 1; q1 = b1; p1 = p0*q1+a1; sum = p1/q1; k = 1;

è

/*F'2 */   k = k+1; t = bkp1+ak*p0; p0 = p1; p1 = t;
                   t = bk*q1+ak*q0; q0 = q1; q1 = t;
          t = s; s = sum; sum = p1/q1;

Ì û âèäèì, ÷òî ÷èñëî îïåðàöèé, âûïîëíÿåìûõ â òåëå öèêëà, ïðè ýòîì íå óìåíüø èëîñü
áû.

Äàëüíåéø èå ñâåäåíèÿ î öåïíûõ äðîáÿõ è èõ ïðèëîæ åíèÿõ ìîæ íî ïî÷åðïíóòü èç êíèã [3,
6]; èçëîæ åíèå ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ öåïíûõ äðîáåé, à òàêæ å ìíîæ åñòâî ïîó÷èòåëüíûõ
÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ âû íàéäåòå â ñòàòüå [14].

Ïðèëîæåíèå Á:
Çíà÷åíèÿ ( )xΦ  â íåñêîëüêèõ òî÷êàõ

Ñîäåðæ àù èå çäåñü çíà÷åíèÿ ( )xΦ , î÷åíü ïîëåçíûå ïðè îòëàäêå è ïðîâåðêå àëãîðèòìîâ,
ïîëó÷åíû ïðîñòûì ïåðåñ÷åòîì äàííûõ èç ðàáîòû [15]:

x ( )xΦ

0.0 0.5

0.5 0.69146 24612 74013

1.0 0.84134 47460 68543

1.5 0.93319 27987 31142

2.0 0.97724 98680 51821
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2.5 0.99379 03346 74224

3.0 0.99865 01019 68370

3.5 0.99976 73709 20964

4.0 0.99996 83287 58167

4.5 0.99999 66023 26876

5.0 0.99999 97133 48428

5.5 0.99999 99810 10438

6.0 0.99999 99990 13412

6.5 0.99999 99999 59840

7.0 0.99999 99999 98720

7.5 0.99999 99999 99968

8.0 0.99999 99999 99999

Ïðèëîæåíèå Â:
Êîäû  íà Ñè äëÿ àëãîðèòìîâ èç §1

#include <math.h>
#include <stdio.h>

#define sign(x) (x == 0 ? 0 : (x < 0 ? -1 : 1))
const double pi_const=0.3989422804014;
int N;

double
I(double x, double eps)
{
   double t=x, sum=t, x2=x*x, s=0;
   int n;

   N=0;
   for(n=2; fabs(s-sum) > eps; n+=2) {
      t*=-x2/n; s=sum; sum+=t/(n+1);
      N++; /* Âíåøíÿÿ ïåðåìåííàÿ! */
   }
   return 0.5+sum*pi_const;

/* 8+11*N îïåðàöèé */
}

double
T(double x, double eps)
{
   double t=x, sum=t, x2=x*x, s=0;
   int n;

   N=0;
   for(n=3; fabs(s-sum) > eps; n+=2) {
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      t*=x2/n; s=sum; sum+=t;
      N++; /* Âíåøíÿÿ ïåðåìåííàÿ! */
   }
   return 0.5+sign(x)*sum*exp(-x2/2.)*pi_const;

/* 14+8*N îïåðàöèé */
}

double
S(double x, double eps)
{
   double x2=x*x,
          rho=1./(3.-x2),
          sum=fabs(x)*rho, term=x2*sum, t=0, s;
   int n;

   N=0;
   rho*=3.; s=(sum*=3.);
   for(n=2; (x2<0) || ((fabs(s-t) > eps) || (fabs(s-sum) > eps)); n++) {
      rho = 1./(1.+rho*x2*n/(4.*n*n-1));
      term*=rho-1; t=s; s=sum; sum+=term;
      x2=-x2;
      N++; /* Âíåøíÿÿ ïåðåìåííàÿ! */
   }
   return 0.5+sign(x)*sum*exp(-x2/2.)*pi_const;

/* 23+25*N îïåðàöèé */

}

double
L(double x, double eps)
{
   double x2=x*x, y=exp(-x2/2.)*pi_const,
          sum, term, r, rho, t, s;

   N=0;
   if (x == 0) return 0.5;
   x2=1./x2; term=sum=y/fabs(x); r=s=0; rho=1;
   do {
      r+=x2; rho=1./(1+r*rho); term*=rho-1;
      t=s; s=sum; sum+=term;
      N++; /* Âíåøíÿÿ ïåðåìåííàÿ! */
   } while(fabs(s-t) > eps || fabs(s-sum) > eps);
   return (x > 0 ? 1-sum : sum);

/* 16+10*N îïåðàöèé */
}

void main(void)
{
   double x;
   double f;

   for(x=0.25; x<8; x+=0.25) {
#ifdef TABLE
      printf("\n  %4.2f", x);
      f = I(x,0);
      printf("\t%d\t%d", N, 8+11*N);
      f = T(x,0);
      printf("\t%d\t%d", N, 14+8*N);
      f = S(x,0);
      printf("\t%d\t%d", N, 23+25*N);
      f = L(x,0);
      printf("\t%d\t%d", N, 16+10*N);
#else
      f = I(x,0);
      printf("\nI(%4.2f)=%10.8g\t%d\t%d", x, f,N,8+11*N);
      f = T(x,0);
      printf("\nT(%4.2f)=%10.8g\t%d\t%d", x, f,N,14+8*N);
      f = S(x,0);
      printf("\nS(%4.2f)=%10.8g\t%d\t%d", x, f,N,23+25*N);
      f = L(x,0);
      printf("\nL(%4.2f)=%10.8g\t%d\t%d", x, f,N,16+10*N);
#endif
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   }
}

Ïðèëîæåíèå Ã:
Êîäû  íà Ñè äëÿ àëãîðèòìîâ èç §3

#include <math.h>
#include <stdio.h>

#define sign(x) (x == 0 ? 0 : (x < 0 ? -1 : 1))
const double pi_const=0.3989422804014;
int N;

double
D(double x, double eps)
{
   double x1, xn,g0, g1, s=0, sum, t, z;
   static const double PHI[] = {
                0.5,                  /* x=0 */
                0.841344746068543,    /* x=1 */
                0.977249868051821,    /* x=2 */
                0.998650101968370,    /* x=3 */
                0.999968328758167,    /* x=4 */
                0.999999713348428,    /* x=5 */
                0.999999999013412,    /* x=6 */
                0.999999999998720,    /* x=7 */
                0.999999999999999     /* x=8 */
           },
           H=1.0;
   int i, n;

   x1=fabs(x); i=(int)(x1/H+0.5); z=i*H;
   g0=t=PHI[i]; g1=exp(-z*z/2.)*pi_const;
   xn=(x1-=z); sum=t+g1*xn;
   N=0;
   for(n=2;fabs(s-t) > eps || fabs(t-sum) > eps; n++) {
      s=-z*g1-(n-2)*g0; g0=g1; g1=s; xn*=x1/n;
      s=t; t=sum; sum+=g1*xn;
      N++; /* Âíåøíÿÿ ïåðåìåííàÿ! */
   }
   return (x>0 ? sum : 1-sum);
}

double
P(double x, double eps)
{
   double x1, xn,c0, c1, rz, s, t=0, z;
   int i, n;
   static const double R[] = {
                0.,
                1.4106861306,
                8.8394391760,
                112.51515173,
                3735.8400745,
                336310.71435,
                82292564.750,
                54736210525.,
                98965389434000.
            },
           H=1.0;

   x1=fabs(x); i=(int)(x1/H+0.5); z=i*H;
   c0=s=R[i]; c1=1.+z*c0;
   xn=(x1-=z); rz=s+c1*xn;
   N=0;
   for(n=2; fabs(s-t) > eps || fabs(t-rz) > eps; n++) {
      s=(c0+c1*z)/n; c0=c1; c1=s; xn*=x1;
      s=t; t=rz; rz+=c1*xn;
      N++; /* Âíåøíÿÿ ïåðåìåííàÿ! */
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   }
   return 0.5+sign(x)*rz*exp(-x*x/2)*pi_const;
}

double
F(double x, double eps)
{
   double x1=fabs(x), a, z=0, fz=0;
   double t, s, sum, xn, g0, g1;
   int n;
   double h=0.25;

   N=0;
   while((a=x1-z)>0) {
      if (a > h) a = h;
        /* Ïîäãîòîâêà ê âû÷èñëåíèþ ðÿäà. */
      xn = a; g0 = g1 = exp(-z*z/2)*pi_const;
      t = sum = g1*xn;
      for(n=2, s=0;(fabs(s-t)>eps) || (fabs(t-sum)>eps); n++) {
         N++; /* Âíåøíÿÿ ïåðåìåííàÿ! */
            /* Âû÷èñëèì î÷åðåäíóþ ÷àñòè÷íóþ ñóììó */
         xn *= a/n; s = -z*g1-(n-2)*g0;
         g0 = g1; g1 = s; s = t; t = sum; sum += g1*xn;
      };
         /* Â ò. z ðàçëîæåíèå ïîñ÷èòàíî - ïîøëè äàëüøå */
      fz += sum; z += a;
   }
   return 0.5 + sign(x)*fz;
}

double
C(double x, double eps)
{
   double x1, ra, rz, z, d;
   double t, s, xa, xn, c0, c1;
   int n, gotta=0;
   double h=0.5;

   x1=fabs(x); rz=t=z=0;
   N=0;
   while(!gotta) {
      xa=z; ra=rz; z+=h;
      if(z >= x1) {
        z = x1; gotta = 1;
      }

      c0=s=ra; c1=1.+xa*ra;
      xn=d=z-xa; rz=ra+c1*xn;
      for(n=2;(fabs(s-t)>eps) || (fabs(s-rz)>eps); n++) {
         N++; /* Âíåøíÿÿ ïåðåìåííàÿ! */
            /* Âû÷èñëèì î÷åðåäíóþ ÷àñòè÷íóþ ñóììó */
         t=(c0+xa*c1)/n; c0=c1; c1=t; xn*=d;
         t=s; s=rz; rz=s+c1*xn;
      };

   }
   return 0.5 + sign(x)*rz*exp(-x*x/2)*pi_const;
}

double
B(double x, double eps)
{
   double x1=fabs(x), fz=0;
   double t, s, sum, xn, g0, g1;
   int n;
   double a=0.5;

   N=0;
   while(x1>0) {
      if (x1 <= a) a = x1;
        /* Ïîäãîòîâêà ê âû÷èñëåíèþ ðÿäà. */
      xn = a; g0 = g1 = exp(-x1*x1/2)*pi_const;
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      t = sum = g1*xn;
      for(n=2, s=0;(fabs(s-t)>eps) || (fabs(t-sum)>eps); n++) {
         N++; /* Âíåøíÿÿ ïåðåìåííàÿ! */
            /* Âû÷èñëèì î÷åðåäíóþ ÷àñòè÷íóþ ñóììó */
         xn *= -a/n; s = -x1*g1-(n-2)*g0;
         g0 = g1; g1 = s; s = t; t = sum; sum += g1*xn;
      };
         /* Â ò. z ðàçëîæåíèå ïîñ÷èòàíî - ïîøëè äàëüøå */
      fz += sum; x1 -= a;
   }
   return 0.5 + sign(x)*fz;
}

double
E(double x, double eps)
{
   double x1=fabs(x)*0.707106781186548, z=0;
   double y, s, xn, u, v, w=0;
   int n;
   double a=0.5;

   N=0;
   while(x1>0) {
      if (x1 <= a) a = x1;
        /* Ïîäãîòîâêà ê âû÷èñëåíèþ ðÿäà. */
      xn = a; u = v = exp(-x1*x1)*0.564189583547756;
      s = y = v*a;
      for(n=2;(fabs(w-s)>eps) || (fabs(s-y)>eps); n++) {
         N++; /* Âíåøíÿÿ ïåðåìåííàÿ! */
            /* Âû÷èñëèì î÷åðåäíóþ ÷àñòè÷íóþ ñóììó */
         w=-2.*(x1*v+u*(n-2.));
         u=v; v=w; xn*=-a/n; w=s; s=y; y+= v*xn;
      };
         /* Â ò. z ðàçëîæåíèå ïîñ÷èòàíî - ïîøëè äàëüøå */
      z+=y; x1-=a;
   }
   return 0.5 + sign(x)*z;
}

void main(void)
{
   double x;
   double f;

   for(x=0.25; x<8; x+=0.25) {
#ifdef TABLE
      printf("\n  %4.2f", x);
      f = D(x,0);
      printf("\t%d", N);
      f = P(x,0);
      printf("\t%d", N);
      f = C(x,0);
      printf("\t%d", N);
      f = B(x,0);
      printf("\t%d", N);
      f = E(x,0);
      printf("\t%d", N);
#else
      f = D(x,0);
      printf("\nD(%4.2f)=%10.8g\t%d", x, f, N);
      f = P(x,0);
      printf("\nP(%4.2f)=%10.8g\t%d", x, f, N);
      f = C(x,0);
      printf("\nC(%4.2f)=%10.8g\t%d", x, f, N);
      f = B(x,0);
      printf("\nB(%4.2f)=%10.8g\t%d", x, f, N);
      f = E(x,0);
      printf("\nE(%4.2f)=%10.8g\t%d", x, f, N);
#endif
   }
}
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